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Méthode du simplexe

7.1
Introduction

Nous allons nous intéresser pour l'instant à un programme linéaire où les variables sont astreintes en tout à être entières. Nous exigerons de plus que A et b soient entiers; cette exigence n'enlève toutefois aucune généralité. En effet, si A et b ne sont pas entiers, ils sont à entrées rationnelles (en pratique, un irrationnel est toujours approché par un rationnel "voisin"); il suffit donc de multiplier chaque ligne, c'est-à-dire chaque inégalité par le plus petit commun multiple des dénominateurs des coefficients de la ligne. Par exemple,

2/3 x1 + 3/4 x2 + 5/6 x3 ≤ 2/3

s'écrit d'une manière équivalente

8 x1 + 9 x2 + 10 x3 ≤ 8

en multipliant par le p.p.c.m.(3,4,6,3) = 12.

Comment peut-on résoudre un tel problème? L'idée la plus simple et la plus longue consiste à énumérer toutes les solutions réalisables entières. Par exemple, pour le problème


Max 
z = 
x1 + x2



x1 + 2 x2
≤ 4




3x1 +  x2
≤ 6




x1 ,  x2
≥ 0 entiers.

Les seules solutions réalisables sont: (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0) et le maximum vaut 2 et est atteint pour les points (0,2), (1,1) et (2,0).

Évidemment, lorsque le nombre de variables devient grand, cette méthode risque de devenir impraticable.

En oubliant les contraintes d'intégrité et en utilisant la méthode du simplexe, il se peut que la solution optimale soit entière auquel cas nous avons résolu le problème demandé. Si ce n'est pas le cas, nous ne sommes pas tellement avancés! C'est pourquoi nous appelons programme linéaire entier facile, un programme linéaire entier qui, en oubliant les contraintes d'intégrité, fournit toujours une solution optimale entière par une méthode de résolution des programmes linéaires.

Nous chercherons dans la prochaine section à déterminer une classe de programmes linéaires entiers pour laquelle une solution optimale entière est toujours obtenue par la méthode du simplexe (en négligeant alors les contraintes d'intégrité).

7.2 Unimodularité

Soit le programme linéaire entier sous forme standard,


Max 
z = ctx
(PLE)

sujet à 
Ax = b, x ≥ 0, x entier

et son programme linéaire associé


Max 
z = ctx
(PL)

sujet à 
Ax = b, x ≥ 0.

Nous cherchons des conditions sur la matrice A et le vecteur b qui nous assurent que la solution optimale de (PL) soit entière (et donc aussi solution optimale de (PLE)). L'idée repose sur le fait qu'à chaque itération de la méthode du simplexe, on veut que la base réalisable admette une solution de base réalisable entière et vu que la solution optimale est aussi une solution de base réalisable, elle sera entière.

Supposons donc qu'à une itération quelconque, I (resp. J) désigne les indices des variables de base (hors-base). En mettant (PL) sous forme canonique, nous avons que la solution de base associée est:


xJ = 0


xI = B-1b

où B représente la base réalisable c'est-à-dire les colonnes de A associées aux variables de base.

Pour que cette solution soit entière, il est nécessaire que xI soit entier.

Mais b étant entier, il suffit que B-1 soit une matrice entière. Nous savons que


B-1 = (B*)t / det B

où B* désigne la matrice des cofacteurs.

Mais vu que A est entière, il s'ensuit que B* est entière. Il suffit donc que det B soit égal à ±1 pour que B-1 soit entière. Nous posons la définition suivante.

Définition 7.2.1

Soit B une matrice carrée d'ordre n, B est unimodulaire si det(B) ( K = {0,1,-1}.

Ú
Les matrices suivantes par exemple sont unimodulaires:



1
0



0
1
0


2
1



0
1



0
0
-1


1
1








1
0
1

Ainsi, si B est unimodulaire, nous sommes assurés que la solution  de base sera entière. Mais cela ne nous dit pas si la solution optimale est entière. Cependant, si B est unimodulaire pour toutes les bases réalisables B, toute solution réalisable sera entière et il en sera de même pour la solution optimale. Ceci nous incite à poser la définition suivante.

Définition 7.2.2

Soit A une matrice m x n, A est totalement unimodulaire si toute sous-matrice carrée B d'ordre k, 1 ≤ k ≤ min(m, n), extraite de A est unimodulaire.

(
Que peut-on dire d'une matrice A totalement unimodulaire? En premier lieu, toutes ses entrées doivent être 0, +1 ou -1. En effet, s'il existe une entrée différente de 0, +1 ou -1, disons apt, la sous-matrice d'ordre 1, (apt), ne sera pas unimodulaire et donc A ne pourra pas être totalement unimodulaire et donc A ne contient que des entrées 0, +1 ou -1. De plus, il est clair que nous avons obtenu le théorème suivant.

Théorème 7.2.1

Soit le programme linéaire entier


Max 
z = ctx
(PLE)

sujet à 
Ax = b, x ≥ 0, x entier,

si A est totalement unimodulaire, alors le programme linéaire associé à (PLE):


Max 
z = ctx
(PL)

sujet à 
Ax = b, x ≥ 0.

admet une solution optimale entière qui est aussi solution optimale de (PLE).

(
 Exemple 7.2.1

Soit à résoudre




Min 
z = 
x1 + x2 + 5 x3



sujet à

x1 -  x2 +  x3

= 3






- x1 +  x2

= 5






x1 ,  x2,  x3
≥ 0 entiers.

Vu que la matrice A



1

-1
1



-1

1
0

est totalement unimodulaire, la solution optimale de ce problème est celle du programme linéaire associé obtenu en oubliant les contraintes d'intégrité du problème à résoudre. Après l'application de la méthode du simplexe, on obtient la solution optimale:


x1 = 0,  x2 = 5,   x3 = 8 et zmin = 45.
(
Maintenant, nous donnons des conditions suffisantes pour que la matrice A soit totalement unimodulaire.

Théorème 7.2.2 (Heller-Tompkins-Gale)

Soit A une matrice m x n n'ayant que des entrées 0, +1 ou -1, A est totalement unimodulaire, s'il existe une partition de ses lignes (resp. de ses colonnes) I, J,  I ( J égal à l'ensemble de ses lignes (resp. de ses colonnes), I ( J = ( telle que:

(a)
il y a au plus deux éléments non-nuls dans chaque colonne de A (resp. ligne de A);

(b)
s'il y a deux +1 ou deux -1 dans une colonne (resp. ligne) de A, alors les deux lignes (resp. colonnes) de A qui contiennent ces +1 ou ces -1 ne sont pas dans le même sous-ensemble d'indices.

(c)
s'il y a un +1 et un -1 dans une colonne (resp. ligne) de A, alors les deux lignes (resp. colonnes) de A qui contiennent ce +1 et ce -1 sont dans le même sous-ensemble d'indices, soit I, soit J.

Démonstration:

Vu que A ne contient que des 0, +1 ou -1, il est clair que toute sous-matrice carrée d'ordre 1 extraite de A est unimodulaire. Supposons donc par récurrence que toute sous-matrice d'ordre k, extraite de A est unimodulaire pour k ≤ p, p ‹ m, et montrons que si B est une sous-matrice d'ordre p + 1 extraite de A, elle est unimodulaire.

Pour ce faire, il suffit de distinguer les seuls cas suivants:

1˚)
Il existe dans B une colonne d'éléments nuls. Donc, det B = 0 et B est unimodulaire.

2˚)
Il existe une colonne de B avec un seul élément non-nul (donc +1 ou -1). Développons le déterminant par rapport à cette colonne. Nous obtenons det B = ± det C où C est une matrice d'ordre p extraite de B donc de A. Mais puisque C est unimodulaire par hypothèse de récurrence, alors B est aussi unimodulaire.

3˚)
Toutes les colonnes de B contiennent exactement deux éléments non-nuls. Par hypothèse, il est facile de voir que:





∑
bij
-
∑
bij
= 0
(j.





i(I


i(J

(bij désigne l'élément de B en position (i,j)).

Puisqu'il existe une combinaison linéaire liée des lignes de B, son déterminant est nul et B est unimodulaire.

Donc A est totalement unimodulaire.

Il est clair que l'énoncé où on remplace les lignes par les colonnes et réciproquement les colonnes par les lignes est vérifié vu que det B = det Bt.

(
Exemple 7.2.2

Voici une application du théorème précédent. Par exemple, la matrice ci-contre




1
1
0
0
1




0
1
1
1
0




-1
0
0
0
-1




0
0
-1
0
0

est totalement unimodulaire. Il suffit d'appliquer le théorème précédent et de prendre comme partition I = {ligne1, ligne3} et J = {ligne2, ligne4}.

(
Nous venons de traiter du cas où le programme linéaire entier était sous forme standard. Le prochain théorème nous indique que nous avons le même résultat si le programme linéaire est sous forme canonique.

Théorème 7.2.3

Soit le programme linéaire entier


Max 
z = ctx
(PLE)

sujet à 
Ax ≤ b, x ≥ 0, x entier

si A est totalement unimodulaire, alors le programme linéaire associé à (PLE) est:


Max 
z = ctx



sujet à 
Ax ≤ b, x ≥ 0

lequel admet une solution optimale entière qui est aussi solution optimale de (PLE).

Démonstration:

Le programme linéaire entier (PLE) sous forme standard s'écrit


Max 
z = (ct,0)
x





y


sujet à
(A,U)
x
= b, 

x, y ≥ 0, entiers.




y

Il suffit donc par le théorème 7.2.2 de montrer que la matrice (A,U) est totalement unimodulaire. Soit donc B une sous-matrice carrée extraite de (A,U). Nous distinguons les seuls cas suivants:

1˚)
B ne contient pas de colonnes (ou parties de colonnes) de U. Ainsi, B est aussi une sous-matrice carrée extraite de A. Donc B est unimodulaire.

2˚)
B contient exactement k < m colonnes ou parties de colonnes de U. En développant par rapport aux parties de colonnes de U, on obtient det B = 0 ou det B = ± det C où C est une sous-matrice de B, carrée et ne contenant pas de colonnes ou parties de colonnes de U, donc aussi une sous-matrice carrée extraite de A. Donc, C est unimodulaire et il en est de même pour B.

3˚)
B ne contient que des colonnes ou parties de colonnes de U. Il est alors facile de voir que B est unimodulaire.

Donc, (A,U) est bien totalement unimodulaire.

(
7.3
Applications

Une classe importante de programmes linéaires entiers sont tels que la matrice A des contraintes soit totalement unimodulaire. Voici quelques exemples.

Exemple 7.3.1

Considérons le problème de transport général suivant. Un industriel désire transporter à un coût minimal un certain bien en quantités entières depuis m entrepôts (il dispose du bien en quantité ai au iième entrepôt) vers n magasins (la quantité de bien demandé au jième magasin est bj) alors que les coûts unitaires de transport depuis le iième entrepôt vers le jième magasin sont cij. Si xij représente la quantité de bien transporté du iième entrepôt au jième magasin, pour tout i, j, le programme linéaire entier s'écrit:





m
n



Min
z =
∑
∑
cij xij





i=1
j=1


sujet à:

(T)



m





∑
xij ≥ bj, j = 1, 2, ..., n





i=1




n





∑
xij ≤ ai, i = 1, 2, ..., m





j=1





xij ≥ 0, entier, i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n.

On admet évidemment que les ai et les bj sont tous entiers. Il est nécessaire de plus de supposer que





n

m





∑ bj
≤
∑ ai

(demande ≤ offre)





j=1

i=1
afin que le programme (T) admette des solutions réalisables. Remarquons que ce problème de transport nécessite des quantités entières. Nous dirons dans ce cas que c'est un problème de transport entier. Écrivons ce problème sous une forme plus développée. Nous obtenons:





m
n



Min
z =
∑
∑
cij xij





i=1
j=1


sujet à:


x11 + x12 + ... + x1n
≤ a1


x21 + x22 + ... + x2n
≤ a2




.
.
.





.
.
.




.
.
.



xm1 + xm2 + ... + xmn
≤ am


x11 
+ x21 
. . .
+ xm1
≥ b1

x12 
+ x22 
. . .
+ xm2
≥ b2


.
.


.


.
.

.


.
.

.


x1n 
+ x2n 
. . .
+ xmn
≥ bn






xij ≥ 0, entier, i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n

Pour mettre ce programme sous forme canonique, il suffit de multiplier par (-1) les inégalités où les bj interviennent. On obtient alors comme matrice A des contraintes :

1
1 ... 1

0
0 ...
0
0
0  ...  0  ..  0
0  ...  0


0
0 ... 0

1
1 ...
1
0
0  ...  0  ..  0
0  ...  0

0
0 ... 0

0
0 ...
0
1
1  ...  1  ..  0
0  ...  0








. . . .









. . . .










. . . .


0
0 ... 0

0
0 ...
0
0
0  ...  0  ..  1
1  ...  1


-1
0 ... 0

-1
0 ...
0
-1
0  ...  0  ..  -1
0  ...  0


0
-1 ... 0

0
-1 ...
0
0
-1  ...  0  ..  0
-1  ...  0



.


.


.

.



.


.


.

.



.


.


.

.


0
0 ... -1

0
0 ...
-1
0
0  ...  -1  ..  0
0  ...  -1

et en posant I égal à l'ensemble des lignes et J = Ø, nous voyons que A est une matrice totalement unimodulaire. Nous pouvons donc oublier les contraintes d'intégrité et appliquer la méthode du simplexe pour résoudre un tel problème.

(
Exemple 7.3.2

Un autre type de problème surgit fréquemment. C'est le problème d'affectation. Il s'agit par exemple d'affecter des équipages à des vols d'avions, du personnel à des machines, des fonds monétaires précis à des agences gouvernementales, etc. Par exemple, une compagnie dispose de N employés et de N machines. Notons les employés E1, E2, ..., EN et les machines M1, M2, ..., MN. Cependant, chaque employé de cette compagnie ne peut pas travailler sur toutes les machines, cela dépend de sa propre spécialisation. Nous représentons les possibilités de travail par le tableau ci-contre où



1 si Ei peut travailler sur Mj

i,j = 1,2, ..., N


aij =
0 sinon









M1
M2
...
Mj
...
MN



E1
a11
a12
...
a1j
...
a1N




E2
a21
a22
...
a2j
...
a2N




 ..



Ei
ai1
ai2
...
aij
...
aiN




 ..



EN
aN1
aN2
...
aNj
...
aNN


De plus, si l'employé Ei travaille sur la machine Mj, il en coûte cij dollars à la compagnie. L'objectif de la compagnie est d'affecter à chaque employé une et une seule machine et réciproquement, en minimisant le coût total de cette affectation. En posant



1 si Ei est affecté à Mj

xij =





; i,j = 1,2, ..., N



0 sinon

ce problème peut se formuler sous forme d'un programme linéaire entier à variables bivalentes 0-1. Tout d'abord si aij = 0, on supposera que cij = +(. En effet, cette affectation ne pouvant avoir lieu, cela revient à supposer qu'elle a un coût infini de telle sorte que la variable correspondante xij sera toujours nulle dans la solution optimale si cette solution optimale est finie; c'est pourquoi, nous la négligerons en pratique dans la mise en équation sous forme mathématique. En premier lieu, l'employé Ei ne peut être affecté qu'à une machine, c'est-à-dire





N





∑
aij xij = 1, i = 1, 2, ..., N





j=1
De même, une machine ne peut recevoir sous les hypothèses qu'un employé, c'est-à-dire





N





∑
aij xij = 1, j = 1, 2, ..., N





i=1
Ce problème s'écrit donc:





N
N



Min
z =
∑
∑
cij xij





i=1
j=1


sujet à:





N

(A)



∑
aij xij = 1, i = 1, 2, ..., N



(I)




j=1




N





∑
aij xij = 1, j = 1, 2, ..., N



(J)




i=1





xij = 0 ou 1, i = 1, 2, ..., N; j = 1, 2, ..., N

Tout comme nous l’avons fait dans le programme de transport, il est facile de voir que la matrice A des contraintes est totalement unimodulaire ce qui implique qu'en remplaçant xij = 0 ou 1 par xij ≥ 0, nous obtenons la même solution optimale entière (plus précisément, la même solution optimale en 0-1) pour les deux programmes.

(
Exemple 7.3.3

Soit le problème d'affectation défini par les matrices:



aij
M1
M2
M3



E1
1
1
0



E2
0
1
1



E3
1
0
1



cij
M1
M2
M3



E1
6
8
(


E2
(
4
5



E3
3
(
4

Nous obtenons après la mise en équations le programme


Min 
z = 
6x11 + 8x12 + 4 x22 + 5x23 +
3x31 + 4x33



x11 + x12 





= 1






x22 + x23 



= 1









x31 + x33
= 1



x11



+
x31

= 1





x12 +
x22 




= 1







x23 


+ x33
= 1




xij
= 0 ou 1.

Remarquons en premier lieu que nous ne tenons pas compte des variables x13, x21 et x32 que nous considérons comme toujours nulles; autrement, nous aurions un coût minimal infini ce qui ne peut avoir lieu s'il existe des solutions réalisables. Nous savons que nous pouvons remplacer la contrainte xij = 0 ou 1 par xij ≥ 0. Et appliquant la méthode du simplexe, nous obtenons alors comme solution optimale:


x11 = x22 = x33 = 1, x12 = x23 = x31 = 0 avec zmin = 14.

Cependant, il existe un algorithme beaucoup plus simple pour résoudre un problème d'affectation. Nous en exposons les points principaux sur un exemple. Par la suite, nous écrirons l'algorithme.

((
Exemple 7.3.4

Soit le problème d'affectation représenté par la matrice des coûts ci-contre.



cij




3
(
(
4
(
6




2
4
6
3
8
(



4
(
5
6
(
3




5
3
2
(
3
4




(
4
3
5
4
(



6
5
(
4
(
5

En effet, nous savons que si cij = (, il est clair que l'affectation (i, j) ne pourra avoir lieu pour un coût fini. Or, nous cherchons avant tout à obtenir un coût minimal fini. L'objet de cette méthode est de transformer la matrice des coûts en une matrice équivalente où une solution optimale pourra se manifester plus facilement. En examinant la matrice de coûts, nous pouvons affirmer que pour l'employé 1, il en coûtera au moins $3, pour l'employé 2, au moins $2, ... Donc, si à chaque ligne, on enlève son élément minimal, on ne change pas la forme de l'affectation optimale. Nous obtenons alors la matrice des c'ij ci-contre et nous sommes assurés que le coût zmin sera toujours supérieur ou égal à z0 = la somme des éléments retranchés de chaque ligne.



c'ij














0
(
(
1
(
3

3




0
2
4
1
6
(

2



1
(
2
3
(
0

3




3
1
0
(
1
2

2




(
1
0
2
1
(

3



2
1
(
0
(
1

4










z0 = 
17

Mais à chaque machine, une fois ces opérations faites, il y a un coût minimal lorsqu'on y affecte un employé. C'est l'élément minimal de chaque colonne. Par exemple, pour la machine 1, ça coûte au moins $0, pour la machine 2, au moins $1, ... Et en retranchant aux éléments de chaque colonne son plus petit élément, la forme de l'affectation optimale n'est pas changée et zmin est au moins égal à la somme des éléments retranchés.

Nous obtenons alors la matrice des c''ij ci-contre.



c''ij




0
(
(
1
(
3





0
1
4
1
5
(





1
(
2
3
(
0





3
0
0
(
0
2





(
0
0
2
0
(




2
0
(
0
(
1






1


1

z0 = 
19

On y voit que le coût est au moins supérieur à z0 = 19 qui représente une borne inférieure du coût minimal zmin. L'idée de la méthode est d'essayer de réaliser les affectations sur les 0 de la matrice des coûts c''ij. Si on y réussit, on aura que zmin = z0. Cependant, il faut noter qu'il ne faut qu'un seul employé par machine et réciproquement. En regardant la matrice des c''ij, on remarque que si on accepte (1,1), on ne pourra pas affecter l'employé 2 à une autre machine sans augmenter la valeur de z0.

Mais pour avoir une solution optimale, il nous faut 6 affectations dans la matrice des c''ij. En premier lieu, quelles sont celles qui sont obligatoires? Ici, on voit que la ligne 3 et la colonne 6 ne contiennent qu'un seul 0. On doit donc prendre l'affectation (3,6). On doit prendre aussi (1,1) ou (2,1) mais pas les deux. Prenons donc (1,1). Encerclons les 0 correspondants à (3,6) et (1,1) et barrons le 0 correspondant à (2,1) pour indiquer qu'on n'en tient pas compte.

Par la suite, on a le choix. Par exemple, prenons (4,2) dont on encercle le 0. On barre alors les 0 associés à (4,3), (5,2) et (4,5), (6,2) qu'on ne peut plus prendre. Mais dans la ligne 6, la position (6,4) est devenue obligatoire, encerclons son 0 correspondant. Prenons maintenant (5,3) et barrons (5,5).

C'est ce que nous avons fait dans la matrice ci-contre.




(
(
(
1
(
3





(
1
4
1
5
(





1
(
2
3
(
(





3
(
(
(
(
2





(
(
(
2
(
(




2
(
(
(
(
1


Mais nous n'avons pas obtenu 6 affectations sur des 0 sans violer les contraintes du problème. Comment pouvons-nous faire pour introduire de nouveaux 0 sans faire disparaître les anciens? Aussi, il faut tenir compte de toutes les affectations possibles pour déterminer l'augmentation minimale de z0. Aussi, pour déterminer cette augmentation minimale, il faut soustraire une certaine constante de certaines lignes et l'ajouter à d'autres. Le procédé commence en traçant un ensemble de traits de manière à couvrir tous les éléments nuls. Il est préférable de le faire avec un nombre minimal de traits correspondants au nombre d'affectations qu'on a pu réussir. C'est ce qu'on a fait ci-dessous.




0
(
(
1
(
3





0
1
4
1
5
(





1
(
2
3
(
0





3
0
0
(
0
2





(
0
0
2
0
(




2
0
(
0
(
1













Le procédé pour tracer ces traits sera indiqué dans l'algorithme. Les éléments non-couverts représentent ceux qui vont nous donner le plus de chances d'obtenir une meilleure affectation, c'est-à-dire que le fait d'introduire de nouveaux zéros sur les éléments couverts ne nous donnerait pas une affectation supplémentaire comme on le veut. On voit ce qu'il faut faire. Nous remarquons que l'élément minimal non couvert est 1 en position (1,4) par exemple. Aussi, en soustrayant 1 de chaque élément de la matrice, nous créons de nouveaux 0. De plus, il faut conserver les anciens. Pour ce faire, nous ajoutons 1 à chaque ligne ou colonne recouverte d'un trait, c'est-à-dire les lignes 3, 4, 5, 6 et la colonne 1. Nous obtenons la matrice ci-contre.




(
(
(
(
(
2

1





(
(
3
(
4
(

1



2
(
2
3
(
(

1-1




4
(
(
(
(
2

1-1




(
(
(
2
(
(

1-1



3
(
(
(
(
1

1-1















-1






z0 = 20

On a vu que z0 diminue de 5 et augmente de 6 (on soustrait 1 de chaque élément de la matrice), d'où z0 = 20. On essaie de former une nouvelle affectation maximale sans augmenter z0. On obtient alors comme ensemble maximal d'affectation :


(1,1)
(2,4)
(3,6)
(4,3)
(5,5)
(6,2) et zmin = 20.

Vu qu'on a 6 affectations, la solution est optimale. Le procédé est donc complété. Sinon, on aurait recommencé jusqu'à ce qu'on ait trouvé une solution optimale.

Nous donnons maintenant l'algorithme.

Algorithme de résolution d'un problème d'affectation (KUHN)

(1)
Soustraire l'élément minimal de chaque ligne des coûts de tout élément de cette ligne. Faire de même pour chaque colonne. Aller à (2).

(2)
Examiner les lignes. Pour chaque ligne avec exactement un élément nul, encerclez l’élément nul (O) pour conserver cette affectation; ensuite; barrer (x) les autres éléments nuls de la colonne où se trouve ce 0. Faire de même pour chaque colonne.


Répéter ce qui précède pour les lignes et les colonnes qui ne possèdent pas de 0 encerclé O jusqu'à ce que tous les éléments nuls soient marqués (Si ce n'est pas possible, voir la remarque). Si les positions marquées forment un ensemble maximal d'affectations, la solution trouvée est optimale. Sinon, aller à (3).

(3)
Tracer un nombre minimal de traits pour couvrir tous les éléments nuls comme suit:


(a)
marquer toutes les lignes qui n'ont pas d'affectations



(c'est-à-dire qui n'ont pas de 0 encerclés).

(b)
marquer toutes les colonnes qui ont des éléments nuls dans les lignes marquées.

(c)
marquer toutes les lignes qui ont des affectations dans les colonnes marquées.

(d)
recommencer (b) et (c) jusqu'à ce qu'aucune autre ligne ou colonne ne puisse être marquée.

(e)
tracer un trait sur chaque ligne non-marquée et sur chaque colonne marquée. Aller à (4).

(4)
Examiner tous les éléments non recouverts d'un trait. Choisir l'élément minimal parmi ceux-ci; le soustraire de tous les éléments non recouverts d'un trait et l'ajouter à chacun des éléments qui se trouvent à l'intersection de deux traits. Retourner à (2).

Remarque
En faisant les affectations en position des éléments nuls, il est possible d'en venir au point où chaque ligne ou colonne restante contiendrait aucun ou au moins deux 0 non-marqués. Des procédés très complexes peuvent être mis en oeuvre pour obtenir le nombre maximal d'affectations qu'il est possible d'obtenir, cela est fait plus rapidement par tâtonnements pour des problèmes qui peuvent être résolus manuellement.

Nous nous intéresserons maintenant à des algorithmes généraux de résolution des programmes linéaires entiers.

Méthodes de troncature

7.4
Introduction

Nous venons de voir qu'il est possible de trouver des solutions optimales entières par la méthode du simplexe. De plus, la méthode du simplexe nous sera très utile dans la suite de notre étude.

R. Gomory a été le premier à effectuer des travaux dans le domaine de la résolution des problèmes de PLE et toutes les méthodes de troncature s'appuient sur des algorithmes qu'il a développés de 1958 à 1960. M. Simonnard (1973) présente un algorithme discret dans lequel on n'engendre que des solutions entières, et un algorithme cyclique dans lequel les solutions intermédiaires ne sont pas entières.

Le principe est le suivant:

-
on part d'une solution de base qui ne satisfait pas à toutes les contraintes du problème, soit que les variables astreintes à être entières ne le soient pas, soit que certaines variables soient négatives;

-
on ajoute alors une équation choisie de façon que toute solution entière vérifie nécessairement cette équation. L'introduction d'une telle équation se traduit par l'apparition d'une nouvelle variable de valeur négative et conduit, par conséquent, à l'application de l'algorithme dual du simplexe.

Nous aborderons dans la prochaine section l'algorithme cyclique. Cette méthode consiste à ajouter des contraintes afin d'amputer des "morceaux" au polyèdre des solutions réalisables du problème continu, jusqu'à ce que la solution optimale de ce dernier satisfasse les contraintes d'intégralité.

Le "morceau" à amputer devra évidemment contenir la solution optimale du problème continu et il faut aussi s'assurer qu'aucune solution entière n'est amputée.

Après l'ajout d'une contrainte, on optimise de nouveau en utilisant le dual du simplexe. On se rapproche ainsi de l'optimum entier.

7.5
Méthode des formes entières (ou des coupes de Gomory)

Nous ne verrons qu'un seul algorithme issu de cette méthode mais, en fait, il y en a autant qu'il est possible d'imaginer des coupes admissibles. Cet algorithme se nomme l'algorithme cyclique de Gomory ou encore l'algorithme primal-dual. Avant d'en voir les points principaux, voyons sur un exemple ce qu'est une coupe.

Exemple 7.5.1

Soit à résoudre le programme linéaire entier


Max z =
x + 
3y




10x +
18y 
≤
45,




6x +
7y  
≤ 
21




x,
y
≥
0 , entiers.

En oubliant les contraintes d'intégrité et en résolvant par la méthode du simplexe, on obtient: x = 0, y = 2.5, zmax = 7.5 qui n'est pas entière. Voyons ce que nous avons sur le graphique représentant l'ensemble des solutions réalisables de (P) le programme linéaire associé à (PE).

Il est clair que la solution optimale de (PE) doit être l'un des points entiers contenus dans cet ensemble de solutions réalisables de (P).

Aussi, nous allons ajouter une coupe qui va réduire les solutions réalisables de (P) sans pour autant réduire les solutions réalisables entières de (PE). Par exemple, si on ajoute la coupe

x +
2y  
≤ 
4,

on enlève de cet ensemble des solutions réalisables la partie hachurée, et il est bien clair qu'aucun point entier n'a été éliminé. On forme donc le programme linéaire (PE1):


Max z =
x + 
3y




10x +
18y 
≤
45,




6x +
7y  
≤ 
21




x +
2y  
≤ 
4




x,
y
≥
0 , 
entiers

qui donne, en oubliant les contraintes d'intégrité, comme solution optimale: x = 0, y = 2 et zmax = 6 et vu qu'elle est entière, c'est aussi la solution optimale de (PE)!
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(
Dans cet exemple, nous avons trouvé la solution optimale d'un programme linéaire entier en construisant un nouveau programme linéaire entier issu du précédent et d'une nouvelle contrainte ou coupe qui respecte le programme linéaire entier initial. La méthode de l'algorithme primal-dual permet d'engendrer systématiquement de nouvelles coupes sans avoir à tracer l'ensemble des solutions réalisables ce qui est très souvent impossible à cause du nombre de variables. En plus, il se sert des calculs déjà obtenus, ce qui représente une économie appréciable! Supposons que le problème (PE) soit de la forme:




n




∑ aij
xj
= bi,
i = 1, 2, ..., m



(7.5.1)



j=1





xj
≥ 0,
j = 1, 2, ..., n



(7.5.2)




xj
entier,
j = 1, 2, ..., n



(7.5.3)



n


Max z =
∑ cj
xj






(7.5.4)



j=1

Nous supposons qu'il existe au moins une solution réalisable à (7.5.1 à 7.5.3) et que la fonction objective (7.5.4) est finie à l'optimum (par la méthode du simplexe, on peut le savoir facilement). Nous voulons construire une contrainte additionnelle qui devra être satisfaite par toute solution réalisable de (7.5.1 à 7.5.3). Soit




n




∑ aj
xj
= b





(7.5.5)



j=1

une équation obtenue par suite d'opérations élémentaires sur le système d'équations (7.5.1). Nous savons qu'une solution réalisable de (7.5.1) l'est aussi pour (7.5.5). Il se peut qu'il y ait des aj non-entiers ou que b ne soit pas entier. Soit [d] la partie entière du nombre réel d (le plus grand entier ≤ d). Vu que les xj sont des entiers non-négatifs, toute valeur des xj qui satisfait (7.5.1) doit aussi satisfaire (7.5.5) et par conséquent la contrainte plus faible:




n




∑ [aj]
xj
≤ b





(7.5.6)



j=1

Mais dans l'équation (7.5.6), le terme de gauche doit être entier et donc on a certainement la contrainte:




n




∑ [aj]
xj
≤ [b]





(7.5.7)



j=1

qui est vérifiée par l'ensemble des solutions réalisables de (PE). L'inégalité (7.5.7) représente la coupe que nous effectuons. Finalement, ajoutant une variable d'écart positive r (nécessairement entière), nous obtenons:




n




∑ [aj]
xj + r = [b],
r ≥ 0, entier



(7.5.8)



j=1

La première méthode qui nous vient à l'esprit est de faire comme dans l'exemple précédent, c'est-à-dire d'ajouter la contrainte (7.5.8) au programme linéaire entier et de résoudre par la méthode du simplexe le programme linéaire associé. Si la solution optimale est non entière, on introduit une nouvelle coupe jusqu'à ce qu'on obtienne une solution optimale entière. Il est facile de constater que nous devons résoudre de nombreux programmes linéaires dont plusieurs calculs sont les mêmes d'un programme à l'autre. Par exemple, si l'on doit faire la phase I de la méthode du simplexe, on devra la faire pour chaque programme qu'on introduit. Aussi, préférons-nous la méthode suivante qui nous permettra de nous servir de tous les calculs faits antérieurement. Nous pouvons modifier l'inégalité (7.5.7) d'une manière équivalente. En effet, l'inégalité (7.5.7) soustraite de l'équation (7.5.5) donne




n




∑ (aj - [aj]) xj  ≥ b - [b]




(7.5.9)



j=1

Nous notons par <aj > = aj - [aj], la partie fractionnaire de aj; il en est de même pour <b>. Il est clair que 0 ≤ <d> < 1 pour tout nombre réel d. L'inégalité (7.5.9) devient après l'introduction d'une variable de surplus entière non-négative si




n



-
∑ <aj> xj + a = - <b>





(7.5.10)



j=1

Et c'est l'équation (7.5.10) que nous prendrons comme coupe au lieu de l'équation (7.5.8). Voyons sur un exemple ce qui se passe alors, ce qui nous permettra de bien formuler l'algorithme primal-dual.

Exemple 7.5.2

Soit à résoudre le programme linéaire entier sous forme standard


Max z =
5x + 
2y




2x +
3y + 
e1

=
17


(PE)



10x +
3y +

e2
= 
45




x,
y,
e1,
e2
≥
0 , entiers.

On obtient comme ensemble des solutions réalisables de (P) le programme linéaire associé à (PE) la région bornée ci-contre où on a négligé les variables d'écart e1 et e2. Les points entiers indiqués sont les solutions réalisables de (PE).
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En oubliant les contraintes d'intégrité, on obtient à la dernière itération de l'algorithme du simplexe la forme suivante:

Max z - 145 / 6 =


-5 /24 e1
-11 / 24 e2




y + 
5 /12 e1
-1 /12 e2
= 10 /3

(P')



x -

1 /8 e1

+1 /8 e2
= 7 /2






x,
y,
e1,

e2

≥ 0 , 
entiers.

La solution optimale x = 7 /2, y = 10 /3, e1 = e2 = 0 n'est pas entière. Il nous faut donc introduire une coupe. Pour ce faire, nous choisissons la ligne r telle que



<br>
=
max
<bi>





  i

Ici, <b1> = 1 /3, <b2> = 0.5. Donc, on prend r = 2. Notre coupe est:

- <a21> x - <a22> y - <a23> e1 - <a24> e2 + s1
= - <b2>

c'est-à-dire

- 7 /8 e1
-1 /8 e2
 + s1
= -1 /2


et l'ajoutant à (P'), nous obtenons:

Max z - 145 / 6 =


-5 /24 e1
-11 / 24 e2




y + 
5 /12 e1
-1 /12 e2
= 10 /3

(P'')



x -

1 /8 e1

+1 /8 e2
= 7 /2








-7 /8 e1
-1 /8 e2  + s1
= -1 /2

Vu que z ne peut que décroître par l'adjonction d'une nouvelle contrainte, nous devons faire décroître z à l'aide de (P''). Mais nous voyons que nous avons toutes les conditions

(b ( 0, c ≤ 0)

pour appliquer l'algorithme dual du simplexe. Pour déterminer la ligne de pivot, il faut choisir celle où on a le plus petit bi négatif. Ici, on choisit la troisième ligne des contraintes. Pour déterminer la colonne de pivot, on calcule :

ck / a3k  pour  a3k < 0.

On a:



c3

5

11

c4


----
=
---
<
---
=
----



a3k

21

3

a34


On pivote donc autour de a34  et on obtient:

Max z - 505 / 21 =



-3 / 7 e2
-5 /21 s1



y 


-1 /7 e2
+10 /21 s1
= 65 /21   (P''')



x



+1 /7 e2
-1 /7 s1
= 25 /7






e1
+1 /7 e2  
-8 /7 s1
= 4 /7

Vu que la solution optimale n'est pas entière, on introduit une nouvelle coupe issue de la ligne 2 car




<b2> = 4 /7 = max <bi>.

Cette coupe est:




-1 /7 e2
-6 /7 s1
+ s2
= -4 /7.

On l'ajoute à (P''') pour obtenir:

Max z - 505 / 21 =


-3 / 7 e2
-5 /21 s1



y 

-1 /7 e2
+10 /21 s1

= 65 /21 (P'''')



x 


+1 /7 e2
-1 /7 s1

= 25 /7





e1
+1 /7 e2  
-8 /7 s1

= 4 /7






-1 /7 e2
-6 /7 s1
+ s2
= -4 /7.

On voit facilement qu'on doit appliquer l'algorithme dual du simplexe et qu'il faut pivoter autour de a45. On obtient alors:

Max z - 215 /9 =


-7 /18 e2
-5 /18 s2



y 

-2 /9 e2
+5 /9 s2
= 25 /9
(Pv)



x 


+1 /6 e2
-1 /6 s2
= 11 /3





e1
+1 /3 e2  
-4 /3 s2
= 4 /3






+1 /6 e2 +s1
-7 /6 s2
= 2 /3.

et après avoir introduit 6 autres coupes et effectué 8 autres itérations, nous obtenons la solution optimale entière

x = 4, y = 1, e1 = 6, e2 = 2, s1 = 5, s2 = 4, s3 = 3, s4 = 3, s5 = 2, s6 = 2, s7 = 0, s8 = 0 et zmax = 22.

On trouvera ci-après la disposition pratique de ces calculs ainsi que la projection dans le plan x( y des coupes effectuées.





x
y
e1
e2







z - 0

5
2
0
0


---------------------------------------------------


17

2
3
1
0


45

10
3
0
1





x
y
e1
e2







z - 45/2
0
0.5
0
-0.5


---------------------------------------------------


8

0
2.4
1
-0.2


4.5

1
0.3
0
0.1

s1





x
y
e1
e2

s1





z - 145/6
0
0
-5 /24
-11 /24
0


---------------------------------------------------------------------


10 /3

0
1
5 /12
-1 /12

0


3.5

1
0
-1 /8
1 /8

0


-0.5

0
0
-7 /8
-1 /8

1




x
y
e1
e2
s1
s2




z -505/21

0
0
0
-3 /7
-5 /21
0


--------------------------------------------------------------------------------


65 /21

0
1
0
-1 /7
10 /21
0


25 /7

1
0
0
1 /7
-1 /7
0


4 /7

0
0
1
1 /7
-8 /7
0


-4 /7

0
0
0
-1 /7
-6 /7
1


s3



x
y
e1
e2
s1
s2
s3

z -215/9

0
0
0
-7 /18
0
-5 /18
0


------------------------------------------------------------------------------------


25 /9

0
1
0
-2 /9
0
5 /9

0


11 /3

1
0
0
1 /6
0
-1 /6
0


4 /3

0
0
1
1 /3
0
-4 /3
0


2 /3

0
0
0
1 /6
1
-7 /6
0


-7 /9

0
0
0
-7 /9
0
-5 /9
1

s4
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Projection des coupes dans le plan xy







x
y
e1
e2
s1
s2
s3
s4


z -47 /2

0
0
0
0
0
0
-1 /2
0


--------------------------------------------------------------------------------------------------


3

0
1
0
0
0
5 /7
-2 /7
0


7 /2

1
0
0
0
0
-2 /7
3 /14
0


1

0
0
1
0
0
-11 /7
3 /7
0


1 /2

0
0
0
0
1
-9 /7
3 /14
0


1

0
0
0
1
0
5 /7
-9 /7
0


-1 /2

0
0
0
0
0
-5 /7
-3 /14
1

etc.

On aurait pu penser dans l'exemple précédent que la solution optimale entière aurait été assez "voisine" de la solution optimale de (P). Ceci nous montre bien qu'il n'en est que rarement ainsi. Cela dépend de la direction de la fonction objective. Nous pouvons maintenant écrire l'algorithme primal-dual.

Algorithme primal-dual

(0)
A et b étant entiers, résoudre le problème par une méthode de programmation linéaire en oubliant les contraintes d'intégrité. Aller à (1).

(1)
Si la solution optimale est entière, terminer, c'est aussi la solution optimale du problème posé. Sinon, aller à (2).

(2)
Déterminer <br> = max <bi>. Ajouter au système d'équations obtenu à la dernière itération la coupe




p



-
∑ <arj> xj + s = - <br>








j=1


où p est le nombre de variables avant d'ajouter cette coupe.


Aller à (3).

(3)
Déterminer bk = min bi. Si bk ≥ 0, aller à (1) sinon aller à (4).

(4)
Déterminer J = {j : cj / akj = Min {ct / akt  : akt < 0}}.


Choisir s ( J. Pivoter autour de aks, c'est-à-dire faire:




(a)
MULTI (k, 1 / aks)




(b)
ADDMUL (j, k, - ajs) pour tout j ≠ k.



Aller à (3).

(
Même s'il est possible de prouver que cet algorithme se termine en un nombre fini d'étapes, il peut conduire en pratique à un nombre si grand d'itérations qu'on ne puisse trouver (à un coût raisonnable ou par manque de bits sur ordinateur) la solution optimale même avec les moyens modernes actuels. De plus, s'il nous faut arrêter les calculs, nous ne sommes pas assurés d'avoir une solution primale-réalisable de telle sorte qu'en général, on ne peut même pas espérer avoir une approximation même grossière de la solution optimale. C'est une raison suffisante pour introduire de nouveaux algorithmes. En théorie, il y a autant d'algorithmes que de "bonnes" coupes qu'on peut inventer. Les bonnes coupes sont celles qui permettent d'affirmer que l'algorithme associé est fini. Aussi, donnons-nous dans les prochaines sections quelques algorithmes assez souvent préférés à celui que nous venons de voir.

Méthode de subdivision successive

7.6
Introduction

Puisque les problèmes de programmation linéaire en nombres entiers possèdent un nombre fini de solutions réalisables, on peut facilement être tenté de considérer une procédure d'énumération particulière pour trouver une solution optimale. Mais, comme nous l'avons déjà vu, le nombre de solutions réalisables est habituellement très élevé. C'est pourquoi, les procédures d'énumération mises de l'avant ont comme objectif de limiter l'examen des solutions réalisables à une petite fraction d'entre elles.

Soit un problème de PLE donné, la stratégie mise de l'avant consiste à "couper en deux" la région réalisable, de recouper en deux chaque partie de la région réalisable susceptible de contenir la solution optimale et ainsi de suite. Le processus récursif se poursuit jusqu'à ce qu'on trouve la solution optimale ou une solution sous-optimale satisfaisante ou bien que l'on détecte l'absence de solutions.

Cette stratégie basée sur la technique "diviser pour régner" a donc plusieurs variantes, selon la façon de couper en deux la région réalisable, le choix de la partie de la région réalisable à examiner en premier et la façon de s'assurer qu'un morceau ne contient pas la solution optimale afin de pouvoir éliminer ce morceau.

7.7
Algorithme de la subdivision successive ("Branch and Bound Algorithm")

Avant de décrire l'algorithme d'une manière précise, voyons ce qu'il en est sur un exemple.

Exemple 7.7.1

Considérons de nouveau le programme linéaire entier suivant:


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(PE)



10x +
3y
≤
45




x,
y
≥
0,
entiers.

Soit le programme linéaire (P0) associé à (PE):


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P0)



10x +
3y
≤
45




x,
y
≥
0.

Par l'algorithme du simplexe, nous obtenons comme solution optimale de (P0):


x = 3.5,
y = 10 / 3
z0max = 145 / 6.

Quelle coupe peut-on effectuer dans l'ensemble des solutions réalisables de (P0) qui n'ôte aucun point entier de cet ensemble? Il est évident que la solution optimale de (PE) doit vérifier soit y ≤ 3, soit y ≥ 4. Essayons de voir laquelle de ces contraintes a le plus de chance d'être vérifiée.
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Nous formons les deux problèmes issus de (P0):


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P1)



10x +
3y
≤
45





y
≤
3




x,
y
≥
0.

------------------------------------------------


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P2)



10x +
3y
≤
45





y
≥
4




x,
y
≥
0.

Nous avons par la méthode du simplexe que la solution optimale de


(P1):
x = 18 / 5,
y = 3
et
z1max = 24


(P2):
x = 5 / 2,
y = 4
et
z2max = 20.5

Ainsi, vu que z1max > z2max, il est probable que la solution optimale de (PE) (une maximisation!) soit vérifiée par les contraintes de (P1). Il se peut qu'il n'en soit pas ainsi, mais nous sommes justifiés de travailler pour l'instant avec (P1). Pour la même raison que précédemment, il est clair que si la solution optimale de (PE) vérifie les contraintes de (P1), elle vérifiera aussi soit x ≤ 3, soit x ≥ 4.

Formons donc les deux nouveaux problèmes issus de (P1):


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17

(redondant)

(P3)



10x +
3y
≤
45

(redondant)





y
≤
3




x

≤
3




x,
y
≥
0.

------------------------------------------------


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P4)



10x +
3y
≤
45





y
≤
3




x

≥
4




x,
y
≥
0.

Nous obtenons alors comme solution optimale de:


(P3):
x = 3,

y = 3

et
z3max = 21


(P4):
x = 4,

y = 5 /3
et
z4max = 70 /3 = 23 1 /3

et vu que z4max > z3max, il y a plus de chances que la solution optimale vérifie les contraintes de (P4) et donc soit y ≤ 1, soit y ≥ 2.
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Formons les deux problèmes issus de (P4):


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P5)



10x +
3y
≤
45







y
≤
3
(redondante)




x

≥
4





y
≤
1





x,
y
≥
0.

------------------------------------------------


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P6)



10x +
3y
≤
45





y
≤
3




x

≥
4





y
≥
2




x,
y
≥
0.

On obtient comme solution optimale de:


(P5):
x = 4.2,
y = 1

et
z5max = 23


(P6):
pas de solutions réalisables.
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À partir de (P5), on peut construire comme précédemment les deux problèmes:


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P7)



10x +
3y
≤
45







y
≤
3





x

≥
4





y
≤
1





x

≤
4





x,
y
≥
0.

------------------------------------------------


Max z =
5x +
2y




2x +
3y
≤
17




(P8)



10x +
3y
≤
45





y
≤
3




x

≥
4





y
≤
1




x

≥
5




x,
y
≥
0.

et on obtient comme solution optimale de (P7): x = 4, y = 1, z7max = 22 tandis que (P8) n'admet pas de solutions réalisables.

Mais, avec (P7), on a une solution optimale entière qui est donc solution réalisable de (PE). Nous ne savons pas encore si elle est optimale. Pour cela, il faut examiner les problèmes que nous avons laissés de côté en créant des coupes.

Tout d'abord, pour les problèmes (P8) et (P6), on n'a pas de solutions réalisables, on peut donc les négliger. Pour (P3), on a aussi une solution réalisable de (PE), mais vu que

z7max = 22 > 21 = z3max, la solution réalisable donnée par (P7) est meilleure et on peut donc négliger (P3).

Il nous reste (P2) à examiner. Il est clair que toute solution réalisable de (PE) qui vérifie (P2) donnera toujours zmax ≤ 20.5 < 22 =  z7max et, par conséquent, même si on ajoutait des coupes à (P2), on ne pourrait pas trouver une meilleure solution réalisable de (PE) que celle donnée par (P7). Donc, x = 4, y = 1, zmax = 22 est la solution optimale de (PE).

Ainsi, par raisonnement, nous n'avons eu qu'à résoudre 8 problèmes pour trouver la solution optimale de (PE) en négligeant les problèmes (P2) et (P3). Schématiquement, nous pouvons indiquer nos résultats comme nous l'avons fait au tableau précédent.

C'est ce qu'on appelle une arborescence de sommet (P0). De même, on peut dire que l'algorithme de la subdivision successive résout comme on l'a vu un ensemble de problèmes qui découlent tous de (P0) l'origine de l'arborescence.

Que ce serait-il passé si, dans le problème (PE), on avait demandé que x ≥ 0 et que y ≥ 0, entier, c'est-à-dire que la variable x ne soit plus astreinte à être entière. En regardant l'arborescence, on voit que (P1) et (P2) nous donnent deux solutions réalisables et donc que la solution optimale serait dans ce cas: x = 18 / 5,
y = 3,
zmax = 24.

Ainsi, une caractéristique fondamentale de l'algorithme de la subdivision successive est de permettre la résolution de programmes où quelques variables ne sont pas entières et où les autres le sont. Il suffit alors de ne pas introduire de coupes sur les variables non-astreintes à être entières.

Plus précisément, soit à résoudre un programme linéaire du type suivant dit programme linéaire mixte


Max z =
ctx

(PM)
sujet à

Ax = b







(7.7.1)



x ≥ 0







(7.7.2)



xj entier,
j = 1, 2, ..., p
(p ≤  n)


(7.7.3)
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ol * désigne une solution réalisable de (PE).






Si p = n, on a un programme linéaire entier. Comme on l'a vu dans l'exemple précédent, une solution optimale au programme linéaire mixte n'est pas nécessairement une solution de base des contraintes (7.7.1) (car les contraintes ne sont pas saturées, pour une solution de base, il faut n contraintes saturées), c'est-à-dire que la solution optimale peut contenir (s'il y a m contraintes dans (1)) plus de m variables non nulles à cause de l'adjonction de nouvelles contraintes. Les coupes du genre (xj ≤  a) ou (xj ≥  a + 1) sur chaque variable xj, j = 1, 2, ..., p, permettent de grossir l'ensemble des contraintes de telle sorte que toutes les variables, si nécessaire, soient non-nulles dans la solution optimale. Cet accroissement de l'ensemble des contraintes est une indication du nombre de programmes linéaires à résoudre et dépend du nombre de variables qu'on désire entières à l'optimum. Voyons maintenant comment se formule cet algorithme.

À chaque itération k, nous supposons qu'il existe une borne inférieure zk de la valeur optimale de la fonction objective z. On suppose qu'à la première itération,  z1 est strictement inférieur à la valeur optimale ou égal à une valeur de la fonction objective associée à une solution réalisable connue. Au pire aller, si on ne sait rien sur le problème, on peut prendre z1 = -(. De plus, il y a une banque de programmes linéaires à résoudre (qui dépendent des coupes à adjoindre). À l'itération 1, la banque contient seulement le programme linéaire (P0) associé à (PM):


Max z =
ctx

(P0)
sujet à

Ax = b











x ≥ 0







De plus, on suppose que, lorsqu'un problème est résolu, il est enlevé de la banque de programmes. L'algorithme s'écrit alors comme suit.

Algorithme de la subdivision successive

(0)
Faire k = 1, zk = -( (si on ne peut faire mieux!). Aller à (1).

(1)
Si la banque de problèmes est vide, terminer les calculs, c'est-à-dire rechercher la dernière solution réalisable rencontrée dont la valeur de la fonction objective est égale à la borne inférieure. Cette solution réalisable est alors optimale.


Autrement, enlever un programme linéaire de la banque et aller à (2).

(2)
Résoudre le programme choisi. S'il n'a pas de solution réalisable ou si la valeur de la fonction objective est au plus zk, faire zk+1 = zk, k = k +1 et aller à (1).


Autrement, aller à (3).

(3)
Si la solution optimale obtenue du programme linéaire satisfait les contraintes d'intégralité, noter-le *  et faites zk+1 égal à la valeur optimale de la fonction objective de ce programme linéaire. Faire k = k + 1  et aller à (1).


Autrement, aller à (4).

(4)
Choisir une variable xj pour j ( {1, 2, ... , p} qui n'a pas une valeur entière dans la solution optimale obtenue. Soit xj = br.  Ajouter deux programmes linéaires à la banque issus de celui de l'étape 1. Pour le premier problème, on ajoute la contrainte




xj ≤ [br]


et pour le second, on ajoute la contrainte




xj ≥ [br] + 1.


Faire zk+1 = zk, k = k +1 et aller à (1).

(
Au point de vue de la mise en oeuvre des calculs, il est toujours préférable de rester dans la même branche de l'arborescence tant que cela est possible. Cela veut dire qu'il faut résoudre l'un des deux problèmes si on vient d'en introduire deux dans la banque ou si ce n'est pas le cas qu'il faut résoudre le dernier problème à être introduit qui n'est pas encore résolu. 

En conséquence, à chaque nœud de l'arbre, on doit résoudre un programme linéaire. Et en passant d'un nœud à son fils, on a le même problème à résoudre avec seulement une contrainte en plus. On dispose donc déjà d'une solution dual-réalisable et seulement une contrainte du primal n'est pas satisfaite. Voilà donc une occasion en or d'utiliser l'algorithme dual du simplexe. En général, cela est très efficace; il suffit de quelques pivots pour retrouver la solution optimale.

La résolution du programme continu à chaque nœud de l'arbre nous fournit une borne supérieure sur la valeur de la meilleure solution possible dans cette branche. Il y a d'autres façons d'obtenir une telle borne, souvent beaucoup moins coûteuses. Il faut faire un compromis entre la qualité de la borne et le coût de l'évaluation de cette borne.

À partir de l'algorithme précédent, plusieurs questions demeurent. Par exemple, à une itération donnée, selon quelle variable, on subdivise le problème? En effet, plusieurs variables qui doivent être entières prennent souvent des valeurs fractionnaires. On doit en choisir une selon laquelle on va subdiviser: par exemple, ce choix peut être fait au hasard ou encore on peut essayer plusieurs subdivisions et choisir la "meilleure" selon la valeur de l'objectif. On peut aussi se demander dans quel ordre traiter les sommets de l'arbre? Précédemment, nous avions privilégié un parcours en profondeur pour réduire les calculs et appliquer l'algorithme dual du simplexe. Nous pouvons aussi avoir un autre objectif: celui d'obtenir le plus vite possible une bonne solution réalisable afin de pouvoir éliminer beaucoup de branches de l'arborescence. Ainsi, on peut être amené à choisir la branche la plus "prometteuse" selon la borne du nœud associé.

En pratique, il est difficile de dire ce qui est mieux.

Voyons sur un exemple simple, le fonctionnement de cet algorithme.

Exemple 7.7.2

Soit à résoudre le programme linéaire mixte (PM):


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)


9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6


x1, x3, x5
entiers

On pose z1 = 16 car x1 = x2 = x3= x4 = x6 = 0  et x5 = 4 est solution réalisable de (PM). 

On forme le problème (P0):


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)

(P0)
9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6

qui admet comme solution optimale x1 = x2 = x4 = x5 = x6 = 0  et x3 = 60 /31 avec z(max) = 600 /31 > z1. Mais x3 n'est pas entier. Il faut donc introduire les deux nouveaux problèmes:


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)

(P1)
9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60






x3







≤ 1


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6

-------------------------------------


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)

(P2)
9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60






x3







≥ 2


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6

et on pose z2 = z1 = 16. On choisit (P1) qui admet comme solution optimale x1 = x2 = x4 = x6 = 0  et x3 = 1, x5 = 29 /15 avec z(max) = 266 /15 > z2. Vu que x5 n'est pas entier, il faut introduire à partir de (P1) les deux nouveaux problèmes:


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)

(P3)
9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60






x3







≤ 1










x5



≤ 1


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6

-------------------------------------


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)

(P4)
9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60






x3







≤ 1










x5



≥ 2


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6

et on pose z3 = z2 = 16. On choisit (P3) qui admet comme solution optimale x1 = x4 = x6 = 0  et x3 = x5 = 1, x2 = 7 /4 avec z(max) = 17.5 > z3. De plus, cette solution vérifie les contraintes d'intégralité. On le note et on pose z4 = 17.5 et on choisit de résoudre le dernier problème introduit à ne pas être résolu, c'est-à-dire (P4) qui admet comme solution optimale: x1 = x2 = x4 = x6 = 0  et x3 = 30 /31, x5 = 2 avec z(max) = 17  21/31 > z4. Mais x3 n'est pas entier, aussi nous introduisons à partir de (P4) les deux nouveaux problèmes:


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)

(P5)
9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60






x3







≤ 1










x5



≥ 2






x3







≤ 0


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6


2x1
+
2x2
+
10x3
+
x4
+
4x5
+
x6

= z(max)

(P6)
9x1
+
8x2
+
31x3
+
6x4
+
15x5
+
8x6

≤ 60






x3







≤ 1










x5



≥ 2






x3







≥ 1


xj ≥
0, pour tout j = 1, 2, ..., 6

et on pose z5 = z4 = 17.5. On choisit (P5) qui admet comme solution optimale  x1 = x2 = x3 =  x4 = x6 = 0  et x5 = 4, avec z(max) = 16 < z5 = 17.5. Donc on choisit le dernier problème introduit non encore résolu, (P6) qui n'admet pas de solutions réalisables. D'où, on pose z6 = z5 = 17.5 et on résout le dernier problème non encore résolu (P2) qui n'admet pas de solutions réalisables. Donc, on pose  z7 = z6 = 17.5. Il ne reste plus de programmes dans la banque. Par conséquent, la valeur optimale de la fonction objective est z7 = 17.5 et est donnée par la solution réalisable de (P3): x1 = x4 = x6 = 0  et x3 = x5 = 1, x2 = 7 /4 et z(max) = 17.5. Schématiquement, on a l'arborescence:
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Il est possible aussi de modifier quelque peu la technique de subdivision successive sans modifier la valeur des résultats théoriques. Considérons par exemple la résolution de l'exemple suivant.

Exemple 7.7.3

Résoudre le programme linéaire mixte


x1
+
3x2
+
4x3


= z(max)


x1
+
2x2
+
3x3
+
x4
= 18


xi
≥
0,
i = 1, 2, 3, 4


x2
=
2, 4 ou 6


x3
entier.

On trouvera comme solution optimale: 


x1 = 0,

x2 = 6,

x3 = 2,
 
x4 = 0
zmax = 26.

Nous avons obtenu l'arborescence suivante:
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(
7.8
Derniers développements

Dans les années 60 et 70, les plans de coupe de Gomory et, particulièrement,  la technique de subdivision successive ont permis de résoudre ce genre de problèmes. Malheureusement, lorsque le nombre de variables augmente le moindrement, ces méthodes ne sont plus adéquates.

Une combinaison de ces approches dans les années 80
 a permis de résoudre beaucoup plus efficacement ces problèmes. Malgré cela, certains problèmes de grande taille ne peuvent pas être résolus. On utilise dans certains cas des techniques heuristiques pour générer de "bonnes" solutions réalisables.

Des recherches intensives se font aussi présentement en ce qui a trait à la programmation non-linéaire entière.

Méthode d’énumération partielle implicite

7.9
Introduction

Plusieurs programmes linéaires entiers peuvent être mis sous la forme dite programme linéaire entier à variables bivalentes 0-1:



Ax
≤
b






(7.9.1)
(PLEB)
xj
=
0 ou 1,
j = 1, 2, ..., n




(7.9.2)


ctx
=
z(max)






(7.9.3)
Habituellement,
A1
≤
b

où 1  est le n-vecteur colonne dont toutes les composantes sont égales à 1, car sinon 1 serait une solution réalisable et toujours optimale si c  ≥ 0. Nous supposerons sans perte de généralité que le vecteur c est entier pour faciliter les calculs.

Plusieurs programmes linéaires entiers peuvent être mis sous cette forme s'il existe des bornes supérieures pour les variables positives. On appelle programme linéaire entier à variables bornées un programme linéaire entier de la forme:



Ax
≤
b,
x ≥ 0, entier



x
≤
d



ctx
=
z(max)

Voici un exemple de ceci.

Exemple 7.9.1

Soit le programme linéaire entier


2x1
+
x2
= z(max)


x1
+
x2
≤ 6


x1
+
3x2
≤ 11


xi
≥
0, entiers.

Ce programme est un programme linéaire entier à variables bornées. En effet,


x1 +
x2 ≤ 6
et
x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0
(
x1 ≤ 6 et x2 ≤ 6.

De même, la seconde contrainte


x1 +
3x2 ≤ 11
et
x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0 entiers
(
x1 ≤ 11 et x2 ≤ 3.

Il est donc équivalent d'écrire ce problème sous la forme


2x1
+
x2
= z(max)


x1
+
x2
≤ 6


x1
+
3x2
≤ 11


x1 


≤ 6




x2 
≤ 3


xi
≥
0, entiers.

étant donné que les contraintes initiales  impliquent toujours que x1 ≤ 6, x2 ≤ 3. Voyons comment transformer ce nouveau problème sous la forme (PLEB) où les variables sont bivalentes 0-1.

Nous savons qu'il est possible de représenter toute variable, comme tout nombre, sous une forme binaire. On remplace alors x1 et x2 par la représentation binaire


x1
(
y1 +2y2 + 4y3 + ... + 2k-1yk

x2
(
v1 +2v2 + 4v3 + ... + 2t-1vt
où les variables yi et vj sont bivalentes 0-1 et où k et t sont les plus petits entiers tels que


2k - 1 ≥  6
et
2t - 1  ≥  3

On obtient alors


x1
(
y1 +2y2 + 4y3

et
x2
(
v1 +2v2
Cette représentation binaire est-elle exacte? Par exemple, pour y1 = y2 = y3 = 1, on obtient x1 = 7 alors que x1 ≤ 6. Aussi faut-il modifier le dernier coefficient pour tenir compte des bornes supérieures et on obtient alors comme représentation binaire


x1
(
y1 +2y2 + 3y3

x2
(
v1 +2v2
Remplaçant les variables x1 et x2 par leurs représentations respectives dans le problème à résoudre, on obtient la forme équivalente:


y1 + 2y2 + 3y3 + v1 + 2v2

≤ 6


y1 + 2y2 + 3y3 + 3v1 + 6v2
 
≤ 11


2y1 +4y2 + 6y3 + v1 + 2v2
 
= z(max)


yi,  vj = 0 ou 1.

et une fois ce problème résolu, il sera facile d'en déduire la solution optimale en x1 et x2 par leurs représentations binaires respectives. Remarquons qu'il n'est plus nécessaire de tenir compte des bornes supérieures en x1 et x2 vu  qu'il en a été tenu compte dans la recherche des représentations binaires.

(
Un programme linéaire entier à variables bivalentes 0-1 peut toujours se résoudre par l'algorithme de la subdivision successive. Mais l'algorithme que nous allons voir tient compte du fait que les variables sont bivalentes 0-1 ce qui fait que nous n'aurons même pas à employer la méthode du simplexe. Toutefois, si on tient compte que de la contrainte (7.9.2), il y a 2n ensembles de solutions possibles (pas nécessairement réalisables); l'algorithme devra donc être construit de façon à limiter le plus possible le nombre de sommets à examiner.

L'algorithme que nous présentons ici est une adaptation de l'algorithme de subdivision successive pour le cas où les variables entières sont binaires (0 ou 1). Au lieu de résoudre un problème de programmation linéaire à chaque sommet de l'arborescence en oubliant les contraintes d'intégralité comme dans l'algorithme de subdivision successive, on va plutôt résoudre un problème trivial à chaque sommet en oubliant les contraintes du type Ax ≤  b.

Si la solution obtenue à un sommet donné satisfait les contraintes du type Ax ≤  b alors elle est réalisable; on peut alors examiner si elle est "meilleure" que la "meilleure" solution obtenue à date. Si elle n'est pas réalisable, on choisit une variable binaire non fixée, disons xp, et on subdivise le sommet courant en deux nouveaux sommets fils selon que xp = 0 ou xp = 1.

Lorsqu'il est impossible de satisfaire les contraintes du type Ax ≤  b quelles que soient les valeurs des variables non fixées, on élimine ce sommet et, par le fait même, toute sa descendance. De même, ce sommet est éliminé si la solution optimale du problème associé à ce sommet (réalisable ou non pour le PLE) n'est pas "meilleure" que la "meilleure" solution obtenue à date. 

Considérons un sous-ensemble {x1, x2, ..., xp}, p ≤ n, où ces xj, j = 1, 2, ..., p, ont des valeurs fixées en 0 ou 1. Ce sous-ensemble sera dit une solution partielle. Les variables xj dont on n'a pas encore fixé une valeur précise en 0 ou 1 seront dites les variables libres. Si on donne une valeur à xk, p < k ≤ n, alors {x1, x2, ..., xp, xk} est dit le complément de la solution partielle  {x1, x2, ..., xp}.

Ainsi, si une solution partielle contient p éléments, il y aura 2n-p compléments possibles. Dans l'algorithme, on emploiera aussi une arborescence où la banque de problèmes correspondra à une banque de solutions partielles pas nécessairement réalisables en (7.9.1). De plus, les compléments possibles vont satisfaire (7.9.2) et formeront les branches de l'arborescence.

Si toutes les variables sont dans la solution partielle, on dira que c'est une solution complète.

Précisons ceci sur un exemple simple.

Exemple 7.9.2

Résoudre le programme linéaire entier à variables bivalentes:


x1
+
2x2
+
x3
+
x4
≤ 4,
xi = 0 ou 1


x1
+
x2
-
2x3
-
x4
≤ 1,


2x1
+
3x2
-
x3
+
x4
= z(max).

Il nous faut tout d'abord avoir une borne inférieure z1 de la valeur optimale de la fonction objective z. Mais il est facile de voir que la solution complète xi = 0 (i est réalisable; par conséquent, z(max) ≥ 0 = z1. Essayons d'appliquer le principe de l'algorithme de la subdivision successive. Au début, on ne sait rien sur les variables qui sont toutes libres. Construisons une arborescence en formant les solutions partielles {x2 = 1} et {x2 = 0}.

Prenons la solution partielle {x2 = 1}.

Le problème s'écrit alors:


x1
+
x3
+
x4
≤ 2,


x1
-
2x3
-
x4
≤ 0,


2x1
-
x3
+
x4
= z(max) - 3.

Il existe de manière évidente des compléments réalisables qui améliorent la borne inférieure z1.

On pose z2 = z1 = 0 et on cherche une solution partielle augmentée de {x2 = 1}. On peut alors former deux nouvelles solutions partielles en fixant la valeur de x1. On obtient les deux solutions partielles augmentées {x2 = 1, x1 = 1} et {x2 = 1, x1 = 0} et considérons la solution partielle {x2 = 1, x1 = 1}.
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Le problème s'écrit:


x3
+
x4
≤ 1,


-2x3
-
x4
≤ -1,


-x3
+
x4
= z(max) - 5.

Il est facile de voir qu'il y a des compléments réalisables qui augmentent la valeur de la borne inférieure. Par exemple, x3 = 1 est réalisable, mais, il diminue z et, par conséquent, ne nous permettra pas d'accroître la borne inférieure z2  et vu qu'on maximise, on prendra x3 =  0. Nous obtenons alors la solution partielle augmentée  {x2 = 1, x1 = 1, x3 = 0}. Le problème s'écrit alors:


x4
≤ 1,

-
x4
≤ -1,


x4
= z(max) - 5.

qui implique que x4
= 1 si on veut avoir un complément réalisable. On augmente la solution partielle pour obtenir la solution complète réalisable {x2 = 1, x1 = 1, x3 = 0, x4 = 1} avec z(max)  ≥ 6. On prend donc comme nouvelle borne inférieure z3 = 6 de la valeur optimale de la fonction objective. Examinons maintenant une des deux solutions partielles que nous avons laissées en réserve. Prenons la solution partielle {x2 = 1, x1 = 0}. Le problème s'écrit alors sous la forme 


x3
+
x4
≤ 2,


-2x3
-
x4
≤ 0,


-x3
+
x4
= z(max) - 3.

Mais on a x4 = z - 3 + x3 ≤ 1, d'où z - 3 ≤ 1 - x3  ≤ 1; par conséquent, z ≤ 4 < z3 = 6. Quels que soient les compléments réalisables, on ne pourra pas augmenter la valeur de la borne inférieure, c'est-à-dire qu'il ne sera pas possible d'obtenir comme valeur de la fonction objective une meilleure valeur que z3 la borne inférieure de la valeur optimale de la fonction objective. On pose donc z4 = z3 = 6.

Examinons la dernière solution partielle non encore examinée {x2 = 0}. Le problème s'écrit alors:


x1
+
x3
+
x4
≤ 4,


x1
-
2x3
-
x4
≤ 1,


2x1
-
x3
+
x4
= z(max).

En examinant z = 2x1 - x3 +
x4, on remarque que z ≤ 3 - x3 ≤ 3; par conséquent, on ne pourra pas avoir une valeur de la fonction objective strictement plus grande que la valeur de la borne inférieure. On pose z5 = z4 = 6. Vu qu'il ne reste pas de solution partielle en banque et que z(max) = z5  = 6, on obtient la solution complète optimale : {x2 = 1, x1 = 1, x3 = 0, x4 = 1}. La méthode d'énumération implicite que nous venons d'employer nous a permis d'examiner seulement 6 solutions partielles au lieu des 16 solutions possibles. De plus, les calculs ont été des plus simples ce qui est un avantage marqué sur la technique de subdivision successive.
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(
Donnons maintenant une présentation plus formelle de cet algorithme.

7.10
Algorithme d'énumération partielle implicite

Voyons maintenant comment formaliser ce type de raisonnement à un problème général afin de pouvoir écrire cet algorithme.

Soit le problème suivant:



Ax
≤
b






(7.10.1)
(PLEB)
xj
=
0 ou 1,

j = 1, 2, ..., n



(7.10.2)


ctx
=
z(max)






(7.10.3)
où c est un vecteur entier. Nous supposons toujours qu'il y a une borne inférieure de la valeur optimale de la fonction objective et qu'une solution réalisable nous fournit cette borne. Si nous ne connaissons pas de borne précise, on peut toujours prendre celle-ci égale à -(. Explicitons de manière précise ce que nous venons de faire.

Ayant une solution partielle, il n'a pas été nécessaire de l'augmenter lorsque nous avons montré qu'il n'y avait pas de complément réalisable (C.R.) donnant une valeur de la fonction objective (V.F.O.) plus grande que la borne inférieure présente. Dans ce cas, on dit que l'on a fait l'élimination de la solution partielle. En éliminant une solution partielle contenant p variables, on a implicitement énuméré les 2n-p compléments possibles satisfaisant (7.10.2).

Nous allons systématiser ce type de raisonnement afin de trouver des tests qui nous permettent d'éliminer une solution partielle lorsqu'elle ne possède pas de compléments réalisables ou lorsqu'elle ne possède pas de compléments réalisables qui améliorent la borne inférieure zt.

À l'itération 1, la banque de solutions partielles n'en contient que deux: {xk = 1} et {xk = 0} pour une certaine variable xk. Nous notons par V.S.P. les variables de la solution partielle et par V.L. les variables libres associées à cette solution partielle.

À toute itération t, on connaît une borne inférieure zt de la valeur optimale de la fonction objective. Étant donné une solution partielle, on peut réécrire le programme à résoudre sous la forme


(
aijxj
≤ bi
-
(
aijxj,
i = 1, 2, ..., m


(7.10.4)

V.L.



V.S.P.



xj
= 0 ou 1,
xj ( V.L.


(
cjxj
= z
-
(
cjxj,




(7.10.5)

V.L.



V.S.P.

Mais, on veut que la valeur de la fonction objective soit strictement meilleure que zt. Vu que le vecteur c est entier, cela revient à dire que z ≥ zt + 1 et que le problème peut s'écrire sous la forme


(
aijxj
≤ bi
-
(
aijxj,
i = 1, 2, ..., m


(7.10.6)

V.L.



V.S.P.


(
cjxj
≥ zt + 1 -
(
cjxj,




(7.10.7)

V.L.



V.S.P.



xj
= 0 ou 1,
xj ( V.L.




(7.10.8)
À partir des relations (7.10.6) à (7.10.8), trouvons un test qui nous dira quand il n'y aura pas de complément réalisable. Il n'y aura pas de complément réalisable si une contrainte de (7.10.6) n'est pas remplie, c'est-à-dire s'il existe un i tel que


(
aijxj
> bi
-
(
aijxj,


V.L.



V.S.P.

quels que soient les valeurs 0 ou 1 que prennent les xj( V.L.

Mais,


(
aijxj
≥ 
(
min(aij, 0)
pour toute valeur des xj( V.L.


V.L.


V.L.


i = 1, 2, ..., m.

Nous pouvons donc utiliser le test suivant:



Il n'y a pas de complément réalisable si, pour au moins



un i, on a:



(
min(aij, 0) > bi   -
(
aijxj



TEST 1



V.L.



V.S.P.

De même, il n'y aura pas de complément réalisable qui améliore la borne inférieure zt si


(
cjxj
< zt + 1 -
(
cjxj,
pour toute valeur des xj( V.L.


V.L.



V.S.P.

et puisque 


(
cjxj
≤ 
(
max(cj, 0)
pour toute valeur des xj( V.L.


V.L.


V.L.

nous obtenons le test:



Il n'y aura pas de complément réalisable qui améliore la



borne inférieure zt si:



(
max(cj, 0) < zt + 1 -
(
cjxj



TEST 2



V.L.



V.S.P.

Nous avons aussi vu dans l'exemple précédent qu'il est possible de fixer une valeur à une variable libre lorsque les contraintes sur les variables libres  sont telles que certaines d'entre elles doivent avoir une valeur fixée pour obtenir un complément réalisable. Cela est très important car au lieu de créer deux problèmes à cette étape, nous n'en créons qu'un lorsque cela est possible ce qui peut limiter considérablement la "densité" de l'arborescence que nous voulons construire.

Voyons quels tests il nous faut construire pour déterminer si des variables libres doivent avoir une valeur fixée. Pour tout complément réalisable, nous avons par le test 1 que, pour tout i,



(
min(aij, 0) ≤ bi   -
(
aijxj



(7.10.9)


V.L.



V.S.P.

et examinons la variable libre xk. Pour fixer une valeur précise à xk, disons Xk, il faut que les autres variables libres n'admettent pas de complément réalisable si on prend xk = 1 - Xk, c'est-à-dire qu'il existe un i tel que 


(
min(aij, 0)
> bi  -
(
aijxj - aik (1 - Xk)


V.L. ≠ xk


V.S.P.

ce qui s'écrit


(
min(aij, 0)  +  aik  > bi  -
(
aijxj + aik Xk


(7.10.10)

V.L. ≠ xk



V.S.P.

Examinons l'équation (7.10.10) selon le signe de aik. Si aik < 0, on a


(
min(aij, 0)  +  aik  = 
(
min(aij, 0)


V.L. ≠ xk


V.L.

et par les relations (7.10.9) et (7.10.10), on obtient


bi  -
(
aijxj + aik Xk
< 
(
min(aij, 0) ≤  bi  -
(
aijxj 


V.S.P.



V.L.



V.S.P.

qui n'est vraie que si Xk = 1. (7.10.10) s'écrit alors:

(i:
(
min(aij, 0)  +  aik  > bi  -
(
aijxj + aik 



V.L. ≠ xk



V.S.P.

c'est-à-dire

(i:
(
min(aij, 0)  -  aik  > bi  -
(
aijxj 


(7.10.10a) 
V.L.




V.S.P.

et, dans ce cas, on a vu qu'il faut prendre xk = 1.

Maintenant, si aik > 0, on a:


(
min(aij, 0)   = 

(
min(aij, 0)


V.L.



V.L. ≠ xk
et par les relations (7.10.9) et (7.10.10), on obtient :


bi  -
(
aijxj + aik Xk
< 
( min(aij, 0) + aik  ≤  bi  -
(
aijxj + aik 

V.S.P.



V.L.



V.S.P.

c'est-à-dire,


bi  -
(
aijxj - aik (1 - Xk)
< 
( min(aij, 0) ≤  bi  -
(
aijxj 


V.S.P.




V.L.


V.S.P.

qui ne peut être vraie que si 1 - Xk = 1, c'est-à-dire Xk = 0.

La relation 7.10.10 s'écrit alors:

 (i:
(
min(aij, 0)  +  aik  > bi  -
(
aijxj 



V.L. ≠ xk



V.S.P.

c'est-à-dire

(i:
(
min(aij, 0)  +  aik  > bi  -
(
aijxj 


(7.10.10b) 
V.L.




V.S.P.

et, dans ce cas, on doit prendre xk = 0. Il est facile de voir que (7.10.10a) et (7.10.10b) s'écrivent sous la forme unique

(i:
(
min(aij, 0)  +  | aik | >  bi  -
(
aijxj 



V.L.




V.S.P.

Cette dernière relation est indépendante de xk et elle nous fournit le test suivant:



Pour chaque variable libre xk, s'il existe un i tel que:



(
min(aij, 0)  + | aik |  > bi  -
(
aijxj


TEST 3



V.L.




V.S.P.



alors xk = 0 si aik > 0 et xk = 1 si aik < 0.

D'une manière analogue, si on veut qu'un complément réalisable améliore la borne inférieure zt, on peut construire le test suivant:



Si:



(
max(cj, 0)  - | ck | < zt  + 1 -
(
cjxj


TEST 4



V.L.




V.S.P.



alors xk = 0 si ck < 0 et xk = 1 si ck > 0.

Nous laissons au lecteur le soin de réfléchir à ce qui se produit lorsque aik = 0 ou ck = 0.

Nous pouvons maintenant écrire l'algorithme d'énumération partielle implicite en tenant compte de ce qui précède et de l'algorithme de la subdivision successive.

Algorithme d'énumération partielle implicite

(0)
Faire t = 1, zt = -(  (si on ne peut faire mieux!). Aller à (1).

(1)
Choisir une variable xk telle que ck = max ci. Former les deux problèmes associés aux solutions partielles {xk = 1} et {xk = 0}. Aller à (2).

(2)
Si la banque de solutions partielles est vide, terminer les calculs, zt est la valeur optimale de la fonction objective. Autrement, enlever une solution partielle de la banque et l'examiner. Aller à (3).

(3)
Si vous trouvez des variables libres qui doivent avoir des valeurs particulières (appliquer le TEST3) pour tout complément réalisable, augmenter la solution partielle du complément déterminé par ces valeurs particulières. Si vous trouvez des solutions particulières (appliquer le TEST4) pour qu'il existe un complément réalisable qui améliore la borne inférieure zt, augmenter la solution partielle du complément déterminé par ces valeurs particulières. Aller à (4).

(4)
Si vous pouvez déterminer qu'il n'y a pas de complément (peut être vide) réalisable ayant une valeur de la fonction objective (V.F.O.) plus grande strictement que zt (appliquer le TEST1, puis le TEST2), faire zt+1 = zt, t = t + 1 et aller à (2). Autrement, aller à (5).

(5)
Si la solution partielle augmentée est complète, alors:

· 


-
si V.F.O. > zt , poser zt+1 = V.F.O., t = t + 1 et conservez la solution,

· si V.F.O. ≤ zt , poser zt+1 = zt, t = t + 1

et aller à (2);


autrement, allez à (6).

(6)
Choisir une variable libre xk telle que ck = max {cj : xj ( V.L.} qui n'est pas dans la solution partielle augmentée. Ajouter deux solutions partielles augmentées de celle présentement examinée en posant dans l'une xk = 1 et dans l'autre xk = 0. Former les problèmes associés. Faire zt+1 = zt, t = t + 1 et aller à (2).













(
Si on introduit deux solutions partielles, à l'étape (2) suivante, on choisit toujours le problème où on a mis la variable libre xk = 1. Si ce n'est pas le cas, on examine toujours la dernière solution partielle introduite non encore examinée.

Voyons un exemple d'application de cet algorithme.

Exemple 7.10.1

Soit à résoudre


x1
+
x2
+
3x3
-
x4
+
x5
≤
4

(P0)
2x1
+
3x2
-
x3
+
x4
-
x5
≤
5


-3x1
+
x2
-
4x3
+
4x4
+
x5
≤
-1


x1
-
2x2
+
4x3
+
3x4
+
x5
=
z(max)

Il n'est pas nécessaire de prendre z1 = -(. Ici, on connaît une solution réalisable donnée par x1= 1, x2 = x3 = x4
= x5 = 0 avec z = 1. On peut donc prendre z1 = 1. On forme les deux solutions partielles 

(S1): {x3 = 1 };
(S2): {x3 = 0 }

dont les problèmes associés sont:


x1
+
x2
-
x4
+
x5
≤
1

(P1)
2x1
+
3x2
+
x4
-
x5
≤
6


-3x1
+
x2
+
4x4
+
x5
≤
3


x1
-
2x2
+
3x4
+
x5
=
z(max) - 4


x1
+
x2
-
x4
+
x5
≤
4

(P2)
2x1
+
3x2
+
x4
-
x5
≤
5


-3x1
+
x2
+
4x4
+
x5
≤
-1


x1
-
2x2
+
3x4
+
x5
=
z(max)

Examinons (S1): {x3 = 1}. Effectuons les tests 3 & 4. On ne peut pas affecter de valeurs particulières aux variables libres. Appliquons les tests 1 & 2. Il existe donc des compléments réalisables qui améliorent z1. Vu que (S1) n'est pas complète, formons les deux solutions partielles augmentées

(S3): {x3 = 1,  x4 = 1};
(S4): {x3 = 1, x4 = 0 }

dont les problèmes associés sont:


x1
+
x2
+
x5
≤
2

(P3)
2x1
+
3x2
-
x5
≤
5


-3x1
+
x2
+
x5
≤
-1


x1
-
2x2
+
x5
=
z(max) - 7


x1
+
x2
+
x5
≤
1

(P4)
2x1
+
3x2
-
x5
≤
6


-3x1
+
x2
+
x5
≤
3


x1
-
2x2
+
x5
=
z(max) - 4

Posons z2 = z1= 1.

Examinons (S3): {x3 = 1, x4 = 1}. Effectuons les tests 3 & 4. On ne peut pas affecter de valeurs particulières aux variables libres. Faisons les tests 1 & 2. Il existe donc des compléments réalisables qui améliorent la borne inférieure z2. Vu que (S3) n'est pas complète, formons les deux nouvelles solutions partielles augmentées:

(S5): {x3 = 1,  x4 = 1,  x5 = 1};
(S6): {x3 = 1, x4 = 1,  x5 = 0 }

dont les problèmes associés sont:


x1
+
x2
≤
1

(P5)
2x1
+
3x2
≤
6


-3x1
+
x2
≤
-2


x1
-
2x2
=
z(max) - 8


x1
+
x2
≤
2

(P6)
2x1
+
3x2
≤
5


-3x1
+
x2
≤
-1


x1
-
2x2
=
z(max) - 7

et posons z3 = z2 = 1. Examinons (S5): {x3 = 1,  x4 = 1,  x5 = 1}. Effectuons les tests 3 & 4. On ne peut pas affecter de valeurs particulières aux variables libres. Faisons les tests 1 & 2. Il y a donc des compléments réalisables qui améliorent z3. Vu que la solution n'est pas complète, formons les deux nouvelles solutions partielles augmentées:

(S7): {x3 = 1,  x4 = 1,  x5 = 1,  x1 = 1};
(S8): {x3 = 1, x4 = 1,  x5 = 1,  x1 = 0 }

dont les problèmes associés sont:


x2
≤
0

(P7)
3x2
≤
5


x2
≤
1


-2x2
=
z(max) - 9


x2
≤
1

(P8)
3x2
≤
6


x2
≤
-2


-2x2
=
z(max) - 8

et posons z4 = z3 = 1. Examinons  (S7): {x3 = 1,  x4 = 1,  x5 = 1,  x1 = 1}. Effectuons les tests 3 & 4 qui nous donnent que x2 = 0. Augmentons (S7) pour obtenir

(S9): 

{x3 = 1,  x4 = 1,  x5 = 1,  x1 = 1,  x2 = 0}.

En faisant les tests 1 & 2, on voit qu'il y a un complément réalisable qui améliore z4. Vu que la solution est complète et que V.F.O. = 9 > z4, on pose z5 = 9.

Examinons maintenant (S8): {x3 = 1, x4 = 1,  x5 = 1,  x1 = 0 }. Faisons les tests 3 & 4. Nous ne pouvons fixer de valeurs particulières aux variables libres. Faisons les tests 1 & 2. Nous obtenons qu'il n'y a pas de compléments réalisables. On pose donc z6 = 9.

Examinons maintenant (S6): {x3 = 1, x4 = 1,  x5 = 0 }. Effectuons les tests 3 & 4; nous obtenons x1 = 1. On forme alors la solution partielle augmentée

(S10):

{x3 = 1, x4 = 1,  x5 = 0,  x1 = 1}

dont le problème associé est:


x2
≤
1

(P10)
3x2
≤
3


x2
≤
2


-2x2
=
z(max) - 8

Effectuons les tests 1 & 2. Nous obtenons qu'il n'existe pas de complément réalisable qui améliore la borne inférieure z6. On pose z7 = z6 = 9. Examinons (S4): {x3 = 1, x4 = 0 }. Effectuons les tests 3 &4. On obtient x1 = 1, x2 = 0,  x5 = 1. On forme donc la solution partielle augmentée

(S11): {x3 = 1, x4 = 0,  x1 = 1, x2 = 0,  x5 = 1}

dont le problème associé est:


0
≤
-1

(P11)
0
≤
5


0
≤
5


0
=
z(max) - 6

Effectuons les tests 1 & 2 qui nous indiquent qu'il n'y a pas de compléments réalisables. On pose alors z8 = z7 = 9.

Examinons (S2): {x3 = 0}. Du test 3, on obtient x1 = 1, x4 = 0; on forme alors la solution partielle augmentée

(S12): 

{x3 = 0, x1 = 1, x4 = 0}

dont le problème associé est:


x2
+
x5
≤
3

(P12)
3x2
-
x5
≤
3


x2
+
x5
≤
2


-2x2
+
x5
=
z(max) - 1

On effectue le test 4 qui donne que x2 = 0, x5 = 1. D'où, la nouvelle solution partielle augmentée

(S13):  
{x3 = 0,  x1 = 1,  x4 = 0,  x2 = 0,  x5 = 1}.

dont le problème associé est:


0
≤
2

(P13)
0
≤
4


0
≤
2


0
=
z(max) - 2

On effectue les tests 1 & 2. On obtient qu'il n'existe pas de compléments réalisables qui améliorent la borne inférieure z8. On pose alors z9 = z8 = 9.

Examinons une autre solution partielle. Il n'y en a plus. Donc la solution optimale est donnée par (S9):   {x3 = 1,  x4 = 1,  x5 = 1,  x1 = 1,  x2 = 0} avec z(max) = 9.

On obtient alors comme résumé de tout ce qu'on a fait, l'arborescence de la page suivante.

(
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Cet algorithme ne donne que la première solution optimale rencontrée. Il est cependant facile de le modifier pour obtenir toutes les solutions optimales en modifiant quelque peu les tests. Il va de soi qu'alors, la "densité" de l'arborescence puisse augmenter d'une manière fulgurante s'il y a beaucoup de solutions optimales.

7.11
Algorithme d'énumération partielle pour les programmes mixtes bivalents 0-1

L'algorithme que nous avons présenté à la section précédente nous permet aussi de résoudre des problèmes de programmation du type


Ax
≤
b,
xi = 0 ou 1,
i = 1, 2, ..., p





0 ≤ xi  ≤ di,
i = p+1, p+2, ..., n


ctx
= z(max)

qui peuvent toujours être écrit sous la forme dite bivalente 0-1 mixte:


A'y
≤
b,
yi = 0 ou 1,
i = 1, 2, ..., p





0 ≤ yi  ≤ 1,
i = p+1, p+2, ..., n


c'ty
= z(max)

en posant


yi (
xi ,
i = 1, 2, ..., p


yi (
xi /di,
i = p+1, p+2, ..., n

où c' n'est pas nécessairement entier. Une solution partielle ne pourra contenir que des variables bivalentes 0-1 yi,
i = 1, 2, ..., p; de même, toutes les variables libres seront celles qui ne seront pas dans la solution partielle. On peut alors montrer sans trop de difficultés, que les tests deviennent tels que nous les indiquons ci-dessous.

Évidemment, l'arborescence n'est construite que sur les p variables bivalentes 0-1. Lorsque celles-ci sont dans la solution partielle, il suffit d'appliquer l'algorithme du simplexe au problème associé à cette solution partielle. Voici donc un algorithme applicable pour ces types de problèmes.



Il n'y aura pas de complément réalisable si, pour au moins



un i, on a:



(
min(aij, 0)   > bi   -
(
aijyj



TEST 1



V.L.



V.S.P.



Il n'y aura pas de complément réalisable qui améliore la



borne inférieure zt si:



(
max(cj, 0)    < zt  -
(
cjyj



TEST 2



V.L.



V.S.P.



Pour chaque variable bivalente 0-1 yk ( V.L., si, pour au



moins un i, on a:



(
min(aij, 0)  +  | aik| >   bi  -
(
aijyj


TEST 3



V.L.




V.S.P.



alors yk = 0 si aik > 0 et yk = 1 si aik < 0.



Pour chaque variable bivalente 0-1 yk ( V.L., si



(
max(cj, 0)  - | ck |     < zt  -
(
cjyj


TEST 4



V.L.




V.S.P.



alors yk = 0 si ck < 0 et yk = 1 si ck > 0.

Algorithme d'énumération partielle pour les programmes mixtes bivalents 0-1

(0)
Faire t = 1, zt = -(  (si on ne peut faire mieux!). Aller à (1).

(1)
Choisir une variable yk ({y1, y2, ...,  yp} telle que ck = max ci, i = 1, 2, ..., p. Former les deux problèmes associés aux solutions partielles {yk = 1} et {yk = 0}. Aller à (2).

(2)
Si la banque de solutions partielles est vide, terminer les calculs, zt est la valeur optimale de la fonction objective. Autrement, enlever une solution partielle de la banque et l'examiner. Aller à (3).

(3)
Si vous trouvez des variables libres bivalentes 0-1 qui doivent avoir des valeurs particulières (appliquer le test 3) pour tout complément réalisable, augmenter la solution partielle du complément déterminé par ces valeurs particulières. Si vous trouvez des valeurs particulières pour toute variable libre bivalente 0-1 pour tout complément réalisable qui améliore la borne inférieure zt (appliquer le test 4), augmenter la solution partielle du complément déterminé par ces valeurs particulières. Aller à (4).

(4)
Si vous pouvez montrer qu'il n'y a pas de complément réalisable (peut être les variables yp, yp+1, ...,  yn) ayant une valeur de la fonction objective (V.F.O.) plus grande strictement que zt (appliquer le test 1, puis le test 2 ou la méthode du simplexe selon le cas), faire zt+1 = zt, t = t + 1 et aller à (2). Autrement, aller à (5).

(5)
Si la solution partielle augmentée est complète (c'est-à-dire contient les p variables bivalentes 0-1), alors:


-
si V.F.O. > zt , poser zt+1 = V.F.O., t = t + 1 et conservez la solution,


-
si V.F.O. ≤ zt , poser zt+1 = zt, t = t + 1


où V.F.O. est la valeur optimale de la fonction objective du problème associé à cette solution complète. Aller à (2);


Autrement, aller à (6).

(6)
Choisir une variable libre bivalente 0-1 yk telle que ck = max {ci : yi ( V.L. ( {y1, y2, ...,  yp}}. Ajouter deux solutions partielles augmentées en posant dans la première yk = 1 et dans la seconde yk = 0. Former les deux problèmes associés. Faire zt+1 = zt, t = t + 1 et aller à (2).

(
Exemple 7.11.1
Résoudre le problème suivant:


y1
+
2y2
-
y3
+
4y4
+
y5
≤
4


2y1
-
3y2
+
y3
+
y4
+
y5
≤
4


y1
-
2y2
-
y3
-
y4
+
2y5
≤
-2


5y1
+
3y2
+
y3
+
0.5y4
+
y5
=
z(max)


y1, y2, y3 = 0 ou 1,
0 ≤ y4, y5 ≤ 1

Après avoir effectué les calculs, nous obtenons l'arborescence :



[image: image14.wmf]z

1

 = - infini

Y

1

 = 1

Y

1

 = 0

z

4

 = 9 4/9

Y

2

 = 1

Y

3

 = 1

z

2

 = - infini

Y

3

 = 0

simplexe

Y

4

 = 4/9

Y

5

 = 2/9

z

3

 = 9 4/9

OPT

*

z

5

 = 9 4/9

FIN
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